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Im AnschluB an die voranstehende Arbeit werden auf Grund der Wellenmechanik die Be-
setzungsverbotoperatoren vollbesetzter Elektronenzustéinde hergeleitet, die man in der Form
von nicht-lokalen Pseudopotentialen darstellen kann. Es wird gezeigt, dafl diese fiir ein Elek-
tronengas von sehr groBer Dichte in die entsprechenden statistischen Pseudopotentiale iiber-
gehen.

In connexion with the preceding article there are deduced from wave mechanics ‘occupa-
tion exclusion operators’ which are equivalent to nonlocal pseudopotentials. For an electron
gas of very high density these turn into the corresponding statistical pseudopotentials.

En continuant le travail précédent, nous dérivons de le mécanique quantique les opérateurs
de défense d’occupation pour les états électroniques occupés. Ces opérateurs peuvent étre
représentées sous forme de pseudopotentiels non-locaux qui pour un gaz électronique treés
dense, se transmettent aux pseudopotentiels statistiques correspondants.

1. Besetzungsverbotpotentiale

Nach dem Pauli-Prinzip kénnen die Bahnzustdnde der Elektronen im Atom
héchstens mit zwei Elektronen besetzt werden. Fir die vollbesetzten Quanten-
zustinde besteht also ein Besetzungsverbot, als Folge dessen die Elektronen, die
sich in Quantenzustinden von hoéherer Energie befinden, in die vollbesetzten
energetisch tiefer liegenden Zustinde nicht hinabstiirzen kénnen. In der Wellen-
mechanik tritt dieses Besetzungsverbot dadurch in Erscheinung, daf die Eigen-
funktion eines Elektrons auf den Eigenfunktionen der energetisch tieferen Zu-
stdnde orthogonal sein muB, was ein Anwachsen der kinetischen Energie zur
Folge hat.

Das Besetzungsverbot 1463t sich in der statistischen Theorie des Atoms durch
ein Pseudopotential ausdriicken, von dem zwei Formen G; und F, bekannt sind
[9—13]. Zum Pseudopotential ¢f;, das zum Ersatz des Besetzungsverbotes der
Elektronenzustdnde mit der Nebenquantenzahl I dient, gelangt man, wenn man
von der Impulskugel der am Ort ¢ des Atoms als frei betrachteten Elektronen die
Besetzung desjenigen Teiles ausschlieBt, den die Elektronen (genauer die Bild-
punkte der Elektronen) mit der Nebenquantenzahl 7 voll besetzen. Dieser Teil
der Impulskugel ist eine mit dem Ortsvektor t koaxiale Zylinderschale vom inne-
ren Radius p;=1% /(27 7) und vom &uBeren Radius pry =@+ 1k /(2nr),
wo h die Plancksche Konstante und r den Betrag von t bezeichnet. Aus dem Aus-
schlufl dieser Zylinderschale folgt, daf man dem Bezugselektron eine radiale
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kinetische Mindestenergie

p2
by = — 0 Gy = Pt (1)
erteilen muf, damit es sich am Ort v in einem Zustand mit der Nebenquantenzahl
! aufhalten kann. py, bedeutet den maximalen radialen Tmpuls der Elektronen
am Ort 1, d.h. die halbe Hoéhe der Zylinderschale, weiterhin bezeichnet e die
positive Elementarladung und m die Elektronenmasse.

Pry steht bekanntlich mit der radialen Dichte D; der am Ort ¢ als frei betrach-
teten Elektronen mit der Nebenquantenzahl [ in folgendem Zusammenhang:

h

Pru = 4;(_2771') Dy, (2)
mit dem sich fiir das Pseudopotential ¢4 der Ausdruck
™ 2
Gl = m € Ay Dl (3)

ergibt, wo a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. Eine genauere
Berechnungsweise zeigt, dafl der Ausdruck (3) noch mit zwei kleinen Korrektions-
gliedern zu ergénzen ist, die jedoch im folgenden keine Rolle spielen.

Wenn man das Besetzungsverbot nicht nur auf die vollbesetzten Elektronen-
zustinde mit der Nebenquantenzahl I erstreckt, sondern auf alle vollbesetzten
Elektronenzusténde des Atoms ausdehnt, so gelangt man zu einem anderen
statistischen Pseudopotential, das wir mit F bezeichnen. Man hat dann von der
Besetzung nicht nur den von den Elektronen mit der Nebenquantenzahl [ voll-
besetzten Teil (Zylinderschale) der Impulskugel, sondern die gesamte Impuls-
kugel vom Radius p, auszuschlieBen, wo p, den Betrag des maximalen Impulses
der Elektronen am Ort v bezeichnet. Hieraus folgt, dafl man dem Bezugselektron
die kinetische Mindestenergie

o op — P )
bu T om

zufithren muf, damit es sich am Ort r aufhalten kann.

Der maximale Impulsbetrag p, steht mit der gesamten Elektronendichte o der
am Ort ¢ als frei betrachteten Elektronen bekanntlich in folgendem Zusammen-
hang:

L(3\5, % 5
pﬂ =2 ;‘ h Q s (D)
mit dem fiir das Pseudopotential ¥, der Ausdruck
WA IS P £
FO:—-g(;) et =B Teng0 (6)
folgt. Eine genauere Berechnung fithrt auch hier geradeso wie bei (3) zu dem
Resultat, daBl der Ausdruck (6) mit einem kleinen Korrektionsglied zu ergénzen
ist, das sich jedoch im folgenden als belanglos erweist.

2. Besetzungsverbotoperatoren
In der voranstehenden Arbeit [14] wurde gezeigt, dall man fir Atome statt der
Losung der Grundgleichungen des ,,self-consistent field zu einer sebr guten
Naberungslésung gelangt, wenn man mit Hilfe des Pseundopotentials G in den
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einzelnen Klektronenschalen (K-, L-, M- ... Schalen) die radialen Eigenfunk-
tionen fy, f, .., fa, ... vom Slaterschen Typ bestimm®, die in erster Néherung
in einer Schale fiir verschiedene Werte der Nebenquantenzahl 7 als gleich voraus-
gesetzt wurden, und diese Eigenfunktionen dann mit dem Schmidtschen Verfah-
ren orthogonalisiert. Auf diese Weise erhalt man die orthogonalen radialen Eigen-
funktionen gy;, die die Hartree-Fockschen Eigenfunktionen ausgezeichnet appro-
ximieren. Fiir ¢, ergibt sich mit dem Orthogonalisisrungsverfahren nach Schmidt
der Ausdruck

Ot = Cnt [fnz - ,;_ZH (Par1, fat) <Pwl] , (7
Wwo
)
Ont = [“ S Jz 8)
n!=zl+1| ((P" ’ f" ) I

einen Normierungsfaktor bezeichnet und (pus, fni) folgendermallen definiert ist:

@nt, fut) = j G fur dr (9)

Wir haben statt der in der vorangehenden Arbeit stehenden Funktion f, hier
far geschrieben um anzudeuten, dall sich diese auf den Zustand mit der Neben-
quantenzahl [ bezieht, was sich im folgenden als wichtig erweist*.

Die orthogonalen radialen Eigenfunktionen g, sind sehr gute Néherungslo-
sungen der Fockschen Gleichungen; man kann daher schreiben

AL Put = Enl 1 5 (10)
=1+ 1,1+2 ...; 1=01,...).

eng bezeichnet den Energieeigenwert und 5#; den nach Fock erweiterten Hamilton-
Operator

h? . 42 ( A2 I +1
‘8n2mW‘*(Vk+VeT Va)e+8n2m 72 ’

wo Vj das Potential des Kerns, V, das Potential der Elektronenwolke und V,, das
Slatersche mittlere Austauschpotential [22] bedeutet, wobei zu bemerken ist, dafl
Ve und ¥, auch von der zu bestimmenden Eigenfunktion abhingen.

Durch Einsetzen von (7) in (10) erhélt man fiir die nicht-orthogonalen Eigen-
funktionen f,; die Gleichungen

Hy = (11)

Ky fur (7) + jénl (r, ') fur (") dr" = e far (r), (12)

m=I0l+11+2 ...; 1=0,1,2,...),
wo @y (r, r') folgenden Operator bedeutet:

n—1

Py (r,7') = 2 (en1 — &n1) @ari (1) (P::’l (), (13)
n/ =141
* Obwohl unsere radiale Eigenfunktionen reell sind, setzen wir hier und auch weiter
unten, wo es die Definition erfordert, das Symbol (z. B. %) fiir die konjugiert komplexe Funk-
tion, da es eine im weiteren vorgenommene Verallgemeinerung der Resultate erleichtert.
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den man als ein nicht-lokales Potential betrachten kann. Hier ist zu bemerken,
daB in der Summe nur diejenigen besetzten Zustdnde vorkommen, bei denen die
Sping zum Spin des Bezugselektrons mit der Energie ¢,; parallel sind. In den
Gleichungen (12) fiir die nicht-orthogonalen Eigenfunktionen f,; wird also die
Orthogonalisierung auf den radialen Eigenfunktionen der energetisch tiefer liegen-
den Zustdnde mit der Nebenquantenzahl [, d. h. das Paulische Besetzungsverbot
der Elektronenzustinde mit der Nebenquantenzahl [ vom tiefsten Niveau bis
einschlieBlich zum Niveau &4-1,; durch das zweite Glied auf der linken Seite, d. h.
durch den Operator @ ersetzt. Das in der vorangehenden Arbeit benutzte
Pseudopotential Gy ist das statistische Analogon des auf wellenmechanischem
Wege hergeleiteten Operators @y,

Der Operator @,; wurde auf anderen Wegen schon bedeutend frither von meh-
reren Autoren hergeleitet. Die ersten Ansétze zu diesem Operator sind bei FinyEs
(1943, 1945) zu finden [6, 7]. Der Operator in einer komplizierteren Form wurde
erstmalig von Sziprarusy (1957) angegeben [23]. In 1959 wurde dann dieser
Operator in der oben dargestellten Form von Pairries und Krrrmnmaw [78—21]
sowie von ANTONCIK [2] ebenfalls hergeleitet. Im AnschluB hieran haben dann
diesen Operator weitere Autoren [3—35] eingehend untersucht. Unserer Ansicht
nach diirfte der in der vorangehenden Arbeit fullende hier eingeschlagene Weg
zur Gewinnung dieses Operators der einfachste und natiirlichste sein.

Dem zweiten Glied auf der linken Seite in (12), das die Orthogonalisierung der
Eigenfunktionen ersetzt, kann man durch triviale Umformungen eine andere
Form geben, die etwa der Form des Slaterschen mittleren Austauschpotentials
entspricht. Hierzu fithren wir die radiale Dichtematrix

n—1

Di(rr)= 2 @ut(r) @ () (14)

nl =141

fir diejenigen besetzten Elektronenzustinde n’ < » mit der Nebenquantenzahl [
ein, fiir welche die Spinrichtung mit der des Bezugselektrons parallel ist, weiterhin
fithren wir die analog konstruierte Funktion fiir den in Betracht gezogenen
Elektronenzustand, jedoch mit der nicht-orthogonalen f,;-Eigenfunktion

P (r, o) = f(r) f*(r') (15)
ein. Mit diesen erhéilt man mit Riicksicht auf (10)

jcbm (r, ') f () dr’ = Dy (1) f () , (16)
WO
B Tr 'y 7) (gnt — H) D (r, 7"y o, Tr (1) Dot (1, 77y
2= e i~ [T gy
0

ist. Mit dem Operator 2,; kann man die Gleichung (12) in der Form
(14 2n) f=em | (18)

schreiben, wo der Operator 2,; der Orthogonalisierung der Eigenfunktionen bzw.
dem Paulischen Besetzungsverbot Rechnung tréigt.

Wir haben hier vom Anfang an von den Eigenfunktionen den winkelabhéngi-
gen Anteil abgespalten, d. h. nur das von der Entfernung » vom Kern abhéngige
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Problem behandelt, in welchem die Elektronenzustinde durch die beiden Quanten-
zahlen n, [ beschrieben werden.

Dementsprechend représentiert der Operator @,; bzw. 2,; das Besetzungs-
verbot derjenigen Elektronenzustdnde des Atoms mit der Nebenquantenzahl I,
die energetisch tiefer liegen als der Zustand =, [.

Wir kénnen nun diesen Operator verallgemeinern, indem wir einen Operator
®,, einfithren, der das Besetzungsverbot aller Zustinde des Atoms reprisentiert,
deren Energie kleiner ist als g,;. Dies kann ganz einfach in der Weise geschehen,
da man in (13) statt den radialen FEigenfunktionen g () der Elektronen-
zustdnde nun die auch von den Polarwinkeln ¢ und w abhingigen vollstdndigen
auf 1 normierten Eigenfunktionen

Yatm (1) = g (1) Yim (9, ) (19)

einfiihrt, wo m in iiblicher Weise die magnetische Quantenzahl bezeichnet und die
Summe in (13) auf alle besetzten Zustinde des Atoms auszudehnen ist, deren
Energie kleiner ist als g,;. Mit Riicksicht darauf, daB die Energieniveaus von m

unabhéngig sind, hat man also
n—1 !

Dy (r, v')= ’-Zl:+lzl —Z-z (& — en’t) Yu'im (1) w:'lm (t)
n—1 : 1 ’
= 3 33 (e—en) — @ui () G () Yim (9, 0) Y35 (&, 00) . (20)
w1 T m=1 rr

t und 1’ bezeichnen Ortsvektoren, die Summation hat man auf alle besetzten Zu-
stdnde n’ < n des Atoms auszudehnen, deren Spinrichtung mit der des Bezugs-
elektrons gleich ist. Mit Riicksicht auf (13) erbélt man

1 !
D, (x, ‘t/) = Z " Dy (r, 71) Z Yim (?9: ) Y;km (ﬁl: w/)
1 m=—l

7

L >(214+ 1) Py(cosy)Day (r,7'), (21)

dary 4

wo P; das Legendresche Polynom ist und y den Winkel zwischen ¢ und t* bedeutet.
Die Eigenfunktionen gy, (v) sind Lésungen der Fockschen Gleichungen

h2
H Pum = — md + (Vi + Vet Va)e| Yuim = €t Wnim » (22)
m=1,2,...; 1=012...; m=-—1...,—14,0,+1,..,40

wo die Potentiale V, ¥V, und V, die auf S. 129 angegebene Bedeutung haben.

Die Orthogonalititsforderung der Eigenfunktion y des Elektrons auf den
energetisch tiefer liegenden Zusténden, d.h. das Paulische Besetzungsverbot
dieser Elektronenzustdnde kann man bei der Bestimmung der Eigenfunktion und
des Energieeigenwertes des Elektrons dadurch in Betracht ziehen, dafi man statt
von Gleichung (22) von folgender Gleichung

%”y)—l-j@n (L) p(@)dt =¢ep (23)
ausgeht.

Wenn wir dem Elektron einen Zustand mit der Nebenquantenzahl I vor-
schreiben, also

y = ‘i“?? (r) Yim (&, w) (24)
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setzen, so folgt aus der ersten Form von @, in (21), daB fir solch einen Zustand
des Elektrons zufolge der Orthogonalitdt der Kugelflichenfunktionen nur der An-
teil @y des Operators @, wirksam ist, wie dies auch sein soll.

Wir kénnen nun noch den zu 24, (r) analogen Operator 2, (1) folgendermalien
einfiithren :

f@n (e Ydry =24 (W y (1), (25)
wo
9, (1) = J v{t', 1) (j (—rf) ULV J v (r’,:)(;liz)(r, ) g (26)
ist und
=1 4
o(t, )= ,=ZZ+IZZ =Z_z W't (8) P (1) (27)

die Dichtematrix derjenigen besetzten Zustinde n’ < n bedeutet, deren Spins zu
dem des Bezugselektrons parallel sind. » (r, t') bezeichnet den mit der nicht-
orthogonalen Eigenfunktion y konstruierten folgenden Ausdruck

y(r, ') =y (r) p* (). (28)
Mit dem Operator 2, a8t sich die Gl. (23) in der Form
(F+ 2n)yp=cy (29)

schreiben.

3. Zusammenhang der Operatoren 2, und 2,;
mit den Pseudopotentialen F'; bzw. G,

Wir wollen nun zeigen, dal man fiir den Fall von freien Elektronen bei groBen
Elektronendichten aus den Operatoren 2, und 2,; die Pseudopotentiale Fy bzw.
Gy erhilt. Wir nehmen an, daB sich im kriftefreien Volumen 2 N Elektronen be-
finden; das konstante Potential in {2 setzen wir gleich Null. Wir beziehen uns auf
den absoluten Nullpunkt der Temperatur, d.h. wir nehmen an, daf sich das
Elektronengas im Grundzustand befindet. Die Bahnzusténde werden dann durch
die Eigenfunktionen

o N
Y= ——e b =——e (30)
Ve %

beschrieben, wo 1; den Impuls und 4 = (2% [ k) vy den Ausbreitungsvektor des
Elektrons bezeichnen.

Im Grundzustand werden alle Zusténde vom kleinsten Impuls vom Betrag
p= 0 bis zum maximalen Impuls vom Betrag p, von zwei Elektronen mit ent-
gegengesetzter Spinrichtung besetzt. Bei der im folgenden zugrunde gelegten
statistischen Betrachtungsweise wird die Summierung iiber die Quantenzustinde
durch eine Integration iiber y bzw. iiber f von |f|=Fk=o0 bis k,= 2n [h)p,
ersetzt.

Wir wollen zunidchst die Operatoren @, und 2, (an denen wir den Index » im
folgenden weglassen) mit den Eigenfunktionen (30) berechnen und zeigen, dafl 2
fiir groBe Elektronendichten in das statistische Pseudopotential F, iibergeht. Mit
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Riicksicht darauf, da8 die Energie ¢ des Elektrons im Zustand {; durch den Aus-
druck
R,

T 8atm !

& (31)
dargestellt wird und die Energie ¢ des Bezugselektrons mit der maximalen Energie
der Elektronen g, = p3 | (2 m) = h%kZ [(8 n® m) gleichzusetzen ist, hat man

B (r,v) = (25,;)3 j ez(f,t r)df B #(23::“)37% j e@(f,. ”)lczdf. (32)
HEL” HEL”

Die Integration tiber ¥ liflt sich in der bekannten Weise durchfiihren, wenn
man im {-Raum die Polarkoordinaten %, & und ¢ einfithrt, wo & den Winkel
zwischen f und v — 1’ bezeichnet und das Azimut ¢ in der zu t — t’ senkrechten
Ebene in iblicher Weise definiert ist. Man erhélt nach einfacher Rechnung

@ (6,1) = ey gy S (B [ 1= '), 3)

WO
S (0) :—?—(smg _¢cosl —%¢Esing) (34)

und
L=l |v—1| (35)

ist. Da in unserem Fall &, und ¢, ortsunabhingig sind, ist es belanglos ob man
diese Grofien auf den Orb t oder " bezieht.
Fiir k, —oco hat man

Shr—v ) =250 — ), (36)

3
k,

wie dies aus der Definition der §-Funktion unmittelbar zu sehen ist, denn erstens
ergibt sich fiir v' £ ¢

lim S (kv —1 ) =lmS () =0 (37)
ky =00 f=00
und zweitens ist !
1 ¢ 6 72
[s c—vpary - [s@aacac=55 . (38)
u u
0
Mit (36) folgt aus (33) fir k, —co
D(r,t)=¢,0(—1) (39)
und somit fiir 2:
_ v (', 1) ’ r_ . W 2
.,@»Sﬂj:(}’r)a(r—r)dt—sﬂ—m w o (4:0)

2 ist also mit ¢, identisch, wie dies fiir freie Elektronen auch sein soll.
Um den Ausdruck (6) fiir #, herzuleiten, miissen wir noch auf Grund der vor-
liegenden Betrachtungen den Zusammenhang zwischen k, und o feststellen*.

* Wir wollen diesen von der statistischen Theorie des Elektronengases her bekannten
Zusammenhang nicht von dort iibernehmen, sondern auf Grund der hier gegebenen, in der
Wellenmechanik fullenden Betrachtungsweise herleiten.
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Hierzu berechnen wir mit den Eigenfunktionen (30) die Dichtematrix der freien
Elektronen, die sich folgendermaflen gestaltet:

o (1, ) = o f BT gy (41)

2n)?
[¥] < hou
Auf dieselbe Weise wie bei der Berechnung der Funktion § (Z) ergibt sich
k" sin¢ —Zcosl

6 n2 Ca :

Fiir ¢ -1, d. h. { — 0 erhilt man hieraus — mit Riicksicht darauf, daB} in unserem
Spezialfall ¢ (v, v') mit der Hélfte der gesamten Elektronendichte g (r) am Ort ¢
gleich ist — den bekannten Zusammenhang

o(r, ¥')= (42)

K
oY) =80 () =5%. (43)
Mit diesem folgt aus (40)
2 2
2=—eF,=1% (3723 2 q,0%, (44)

also fiir F der Ausdruck (6).

Wir wollen nun auch die Operatoren @,; und 2,; mit den Eigenfunktionen (30)
berechnen und zeigen, daB fiir groBe Elektronendichten 24 in das Pseudopoten-
tial Gy tibergeht. Zur Berechnung von @,; entwickeln wir die Eigenfunktionen
(30) in der bekannten Weise [1] nach Besselschen Funktionen J 1+ und Kugel-

flichenfunktionen Yp,. Man hat

67; (f,r) Z Z ot Jl+—- (k”/‘) Ylm ( ) Ylm (f) ) (45)

=0 m=—1l

wo zur Abkirzung im Argument der Kugelﬁachenfunktionen v und f statt der
Polarwinkel dieser Vektoren stehen. Wenn man diesen Ausdruck fiir ¢’ &) in
(32) einsetzt, so ergibt sich mit Riicksicht auf die Orthogonalitédtsrelationen der
Kugelflichenfunktionen zundchst fir den Operator @, (1, '), den wir hier wieder
mit @ (¢, ') bezeichnen

L

1
D (t, ) 24?177 S 21+ 1) Py(cosy) [sﬂ (7’7‘)2j ok (k) Tk (') Tedke —
=0
b
by

j Tt (k) Tpk (k') B8 dk} , (46)
1]

i
- kZ (77)2

wo P wieder das Legendresche Polynom und p den Winkel zwischen t und 1’ be-
deutet. @ zerfallt also in eine Summe {iber [, in deren I-tem Glied man den Ausdruck

in der Klammer [ ... ] mit dem Operator @,; identifizieren kann, den wir hier mit
@, bezeichnen. Man hat also mit Riicksicht auf die Beziehung ¢, = h? k% | (8 n? m)
by

1
@, (r, 1) — (w')Z{ij ik or) Tyek (') b d lo—
0
ku

fJH (or) J ik (') K 4 T (47)
(1]

h2

8n2m
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und
1 x ,
P (r, r,)=4nrr’ ZZO (214 1) Py (cos y) @y (1, ¥') (48)

in Ubereinstimmung mit (21).

Wir wollen nun untersuchen, wie sich @; fur grofie Elektronenzahlen und
groBe Elektronendichten gestaltet. s ist dann I groB, da die Anzahl der Zustédnde
bei vorgegebenem 1 2-(2 I + 1) betrdgt und weiterhin ist &, groB, da k, nach (43)

1

zu g% proportional ist. Wir wollen nun fiir diesen Fall auf der rechten Seite von

(47) das zweite Integral auf das erste zuriickfithren, das sich fir sehr grofie Dich-

ten auswerten 1a8t. Hierzu gehen wir von dem fir die Bessel-Funktionen beste-

henden Zusammenhang [16]

2(0+3)
kr

Jii (kr) + T3 (kr) = Jud (kr) (49)

aus. Wenn wir diesen auch fiir das Argument %’ hinschreiben und dann die beiden
Gleichungen mit einander und mit %% multiplizieren und nachher beide Seiten tiber
k von 0 bis k, integrieren, so ergibt sich

ku ku
f Ty (k) Tog (k') 18 d+ j Tt (br) Jis3 () B d -+
0 0

ku ku
+ | Tz ) Hg e e dk+J 13 (kr) T3 (k') 8

0
Ep

j sk (kr) J1ad (k') b dk . (50)

0

41+ 12
7y

Wenn wir nun fiir sehr grofie I-Werte die auf der linken Seite in den Integranden
stehenden Besselfunktionen-Produkte in allen vier Integralen durch J 1+l (kr)-

J 1+l (kr') ersetzen, was einer Gleichsetzung der auf der linken Seite stehenden
Indices der vier Besselfunktionen-Produkte mit ihrem Mittelwert I + %,1+ %
gleichbedeutend ist, so folgt fiir grofe I-Werte
ky 1 1\2 by
j Jist () Just (k') B8 dlo = L2 I Tud () Ju () k. (51)
0 0
Mit Hilfe dieser Beziehung erhdlt man aus (47) fiir sehr groBe /-Werte

2 (+ _%_)2
8aim  rv

kp
1
Dy (r, 1) = (rr')? {8,4 — } I Jud (br) Sl (k') ke dk . (52)
0
Fiir g — oo, d. h. fiir k, —co besteht der Zusammenhang [75]

ku
J il (kr) Jred (') T di =
0

Mit diesem ergibt sich fiir sehr groBle Dichten aus (52)

2+ :
8 m ry 6(T~T) (54)

1 ,

@y (1, 1) = o -
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und somit
_[PC[ B gy .
Ql—j P(r,r){”wé*n?m rr’ O (r — r)dr
R+ )P x
RO T Tl (59)

wo wir atch von 2,; bei dieser statistischen Betrachtungsweise den Index n weg-
gelassen haben. Da g, die maximale kinetische Energie eines Elektrons bedeutet
und das zweite Glied auf der rechten Seite in dieser halbklassischen Naherung
der azimutale Anteil der kinetischen Energie eines Elektrons mit der Neben-
quantenzahl [ ist, folgt, dall 2; die maximale radiale kinetische Energie eines
Elektrons mit der Nebenquantenzahl | darstellt, wie dies fiir freie Elektronen
sein soll. Es ist also
;

D=y, (56)
Wwo py, den maximalen radialen Impuls eines Elektrons mit der Nebenquantenzahl
! bezeichnet.

Wir wollen noch zeigen, daBl man auf Grund der hier gegebenen Betrachtungen
auch den zwischen p,, und der Dichte g; der Elektronen mit der Nebenquanten-
zahl | bestehenden, aus der statistischen Theorie des Atoms schon bekannten Zu-
sammenhang {2) gewinnen kann. Fir die Dichtematrix ¢ (v, t) der Elektronen
ergibt sich mit den Eigenfunktionen (30):

T
j Tuad (k) Jusk (k) ke dk . (57)

0

(S

LA g ,_i.. 3 B \ "
ol(t,t )~4nw,;0 (214 1) Py (cos p) (r1)
Fiir " = v geht dieser Ausdruck in dem von uns zugrunde gelegten Fall einer
doppelten Besetzung der Bahnzustande in § o(r) iiber. Der so gewonnene Ausdruck
fitr o(v) zerfallt in die Teildichten [§]

ku

1
a=grz 2@+ rj Ty (r) o dk
9
! ,
= oa2@lE D skrs Ik 1)+J;%(Ic )+ 5 (k) —
w+w

Wir wollen nun g; fir den Fall ks > [ > 1 berechnen. Hierzu gehen wir von
dem fiir x > p gtiltigen folgenden Ausdruck [17] fiir J,(z) aus

I plx) = <;2—$—>% [1; <1£>2}i cos{x {1 — <%>2] B P are cos !;— — %} . (59)

&x

Durch eine Entwicklung dieses Ausdruckes nach Potenzen von pjz die man mit
{p[x)* abbricht, ergibt sich:

i~ (P 2ol A (] 22 o

Fiir Jps, () erhalt man fiir den Fall > p einen dhnlichen Ausdruck mit dem
Unterschied, daB statt cos { ... } jetzbsin{ ... } und in den Korrektionsgliedern
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statt (pfx)? jetzt [(p + 1)[x]? steht. Wir wollen nun in beiden Ausdriicken in den
Korrektionsgliedern mit (pfz)? bzw. [(p + 1)/x)* den Mittelwert [(p 4 §)/x)?
setzen, was nur eine Vernachlissigung von Gliedern der Ordnung 1/x? bedeutet,
was voraussebzungsgemal gerechtfertigt ist. Mit diesen unbedeutenden Vernach-
lassigungen ergibt sich

: 2 4 1y2
I3 (@) + Tpa(@) :H[l + %(J’_Eg)_

) (61)

Wenn wir die ersten drei Glieder der Summe in der eckigen Klammer auf der
rechten Seite von (58) folgendermalen schreiben:

3T () + 3 31 (hur) + 5 72 (ur) + 57,3 () (62)

so kénnen wir diese Summe mit Hilfe von (61) sofort berechnen, indem wir (60)
fiir # = k,r einerseits auf die ersten beiden Glieder mit p = [ — § und andererseits
auf die letzten beiden Glieder mit p == I 4~ ¢ anwenden. Es ergibt sich so fiir die
Summe

2 1B+ 2 1 U+

L 4~k#_‘*_Jyzlc[1+ STEe |
wobei wir auf der rechten Seite statt % [12 4 (I - 1)?] den Ausdruck (7 + )2 ge-
setzt haben, was wieder nur eine Vernachlissigung von der Groflenordnung
1fa? = 1/(k, 7)? ist.

Das letzte Glied in der eckigen Klammer auf der rechten Seite in (58) ist im
Verhaltnis zu den iibrigen von zweiter Ordnung klein, da es den Faktor (I 4 %)/
{k, 7)* enthélt. In diesem Glied kann man daher fir Jy,1 (k, r) den Ausdruck (59)
mit x =k, 7, p =1+ 5 und p/z = (I + %)/(k, r) = O setzen.

Man erhalt somit im Fall k, r > [ > 1 fiir g; den Ausdruck

(63)

7 kur

1 1,9 2 1 1+ 2 20+3§)7,
Ql~4n722(2l+1)Zk“r{nkﬂr[1+2 B | akur k2P
- cos? (k# r— HTl n)} . (64)
Wenn wir hier noch im Korrektionsglied den zwischen 0 und 1 mit sehr kleiner
Wellenléinge* oscillierenden Faktor cos? ( ... )durch den Mittelwert % ersetzen,
so folgt
1 1 1 T+ 32
01 *1—7{752 @2+ 1)‘;]@:[1 — 2—“’%}?‘
~ 1t 1 +3°)3
m2(2l+1);kﬂ[1——@7—2] : (65)
wo wir den Ausdruck in der Klammer | ... ]durch die Quadratwurzel | ... ]% er-

setzten, was in unserem Spezialfall gestattet ist, wo man von Gliedern absehen
kann, die von hoherer Ordnung als (I + %)2/(k, )? klein sind. Es ergibt sich so

1y2731
Di=dnrrg =221+ 1)_1_{193 _lrE *fiJz

g
4(21+1 ho\211
R A (66)

* Die Wellenlinge A steht nimlich mit der als groB vorausgesetzten Elektronendichte g
in folgendem Zusammenhang A = 2 z/ky = 2 /(3 72 p)*/a.

10*
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hier bedeutet (I - %) h/(2 7 #) = k k{27 r) die azimutale Impulskomponente pg
mit der in der halbklassischen statistischen Betrachtungsweise tiblichen halb-
zahligen azimutalen Quantenzahl I 4 4. Man erhilt also den Zusammenhang

4@+ L oa@iv

Dy=——= (=) = —— Pru> (67)

der mit der Beziehung (2) identisch ist, die man bekanntlich aus einer elementaren
statistischen Betrachtungsweise herleiten kann.

Mit der Beziehung (67) erhdlt man aus (56) fiir 2; den aus der statistischen
Theorie des Atoms bekannten Ausdruck —e@;.
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