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Im Anschlul3 an die voranstehende Arbeit werden auf Grund der Wellenmechanik die Be- 
setzungsverbotoperatoren vollbesetzter Elektronenzust~nde hergeleitet, die man in der Form 
yon nicht-lokalen Pseudopotentialen darstellen kann. Es wird gezeigt, dab diese ffir ein Elek- 
tronengas yon sehr groBer Dichte in die entsprechenden statistischen Pseudopotentiale fiber- 
gehen. 

In connexion with the preceding article there are deduced from wave mechanics 'occupa- 
tion exclusion operators' which are equivalent to nonlocal pseudopotentials. For an electron 
gas of very high density these turn into the corresponding statistical pseudopotentials. 

En continuant le travail precedent, nous d6rivons de le m~canique quantique les op6rateurs 
de d6fense d'occupation pour les 6tats 61ectroniques occup~s. Cos op6rateurs peuvent ~tre 
repr6sent~es sous forme de pseudopotentiels non-loeaux qui pour un gaz 61ectronique tr~s 
dense, se transmettent aux pseudopotentiels statistiques correspondants. 

1, Besetzungsverbotpotentiale 

Nach dem Pauli-Prinzip kSnnen die Bahnzust~nde der Elektronen im Atom 
h5chstens mit  zwei Elektronen besetzt  werden. Ffir die vollbesetzten Quanten- 
zust~nde besteht  also ein Besetzungsverbot,  als Folge dessen die Elektronen,  die 
sich in Quantenzust~nden yon hSherer Energie befinden, in die vollbesetzten 
energetisch tiefer liegenden Zust£nde nicht hinabstfirzen kSnnen. I n  der Wellen- 
mechanik  t r i t t  dieses Besetzungsverbot  dadurch in Erscheinung, daI3 die Eigen- 
funkt ion eines Elektrons auf  den Eigenfunktionen der energetisch tieferen Zu- 
st~nde orthogonal  sein muG, was ein Anwaehsen der kinetisehen Energie zur 
Folge hat. 

Das Besetzungsverbot  lgl~t sich in der statistisehen Theorie des Atoms durch 
ein Pseudopotent ia l  ausdriicken, yon dem zwei Formen  Gl und F 0 bekannt  sind 
[9--13]. Zum Pseudopotent ial  G~, das zum Ersatz  des Besetzungsverbotes der 
Elektronenzust~nde mit  der Nebenquantenzahl  l dient, gelangt man,  wenn man  
yon  der Impulskuge]  der am Ort ~ des Atoms als frei betraehteten Elektronen die 
Besetzung desjenigen Teiles ausschlieBt, den die Elektronen (genauer die Bild- 
punkte  der Elektronen) mit  der Nebenquantenzahl  l voll besetzen. Dieser Teil 
der Impulskugel  ist eine mit  dem Ortsvektor  ~: koaxiale Zylinderschale yore inne- 
ren Radius p~ = 1 h / (2 z r) und vom £uBeren Radius P~+I = (l + t) h / (2 ~ r), 
wo h die Planekseho Kons tan te  und r den Betrag yon  r bezeiehnet. Aus dem Aus- 
schlul~ dieser Zylindersehale folgt, dab m a n  dem Bezugselektron eine radiale 
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kinetisehe Mindestenergie 
2 

Srl~ = - -  e G l  2 m 

erteilen mul3, damit es sich am Ort ~ in einem Zustand mit  der Nebenquantenzahl 
1 aufhalten kann. Pr, bedeutet den maximMen radialen Impuls  der Elektronen 
am Ort ~, d .h .  die halbe t t6he der Zylinderschale, weiterhin bezeiehnet e die 
positive Elemantarladung und m die Elektronenmasse. 

Prz steht bekanntlich mit  der radiMen Dichte D~ der am Ort ~ als frei betrach- 
teten Elektronen mit  der Nebenquantenzahl l in folgendem Zusammenhang : 

h 
D ~ ,  (2) 

Prl~ - -  4 (2 l + 1) 

mit  dem sich ffir das Pseudopotential G~ der Ausdruck 
2g 2 

G~ - 8(2 /+ t )2  e a o D ~  (3) 

ergibt, wo a 0 den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeiehnet. Eine genauere 
Berechnungsweise zeigt, dab der Ausdruek (3) noch mit  zwei kleinen Korrektions- 
gliedern zu erg/~nzen ist, die jedoch im folgenden keine Rolle spielen. 

Wann mall das Besetzungsverbot nicht nur auf die vollbesetzten Elektronen- 
zusti~nde mit  der Nebenquantenzahl 1 erstreekt, sondern auf alle vollbesetzten 
Elektronenzust£nde des Atoms ausdehnt, so gelangt man zu einem anderen 
statistischen PseudopotentiM, das ~ mit  F o bezeiehnen. Man hat dann yon der 
Besetzung nicht nur den von den Elektronen mit  der Nebenquantenzahl l voll- 
besetzten Tail (Zylindersehale) der Impulskugel, sondern die gesamte Impuls- 
kugel vom Radius p~ auszuschlieBen, wo p ,  den Betrag des maximalen Impulses 
der Elektronen am Ort r bezeichnet. Hieraus folgt, dab man dem Bezugselektron 
die kinetische Mindestenergie 

e .  e F o - P~ (4) 
= -- - - 2 m  

zuffihren mug, damit es sich am Ort ~ aufhalten kann. 
Der maximale Impulsbetrag p~ steht mit  der gesamten Elektronendichte @ der 

am Oft r als frei betraahteten Elektronen bekanntlich in folgendem Zusammen- 
hung: 

mit  dem ffir das Pseudopotential F o der Ausdruek 
2 2 2 

1 1 3 ~  h~ ~ ea  oo  (6) ~ 0 = - ~ \ ~ ]  ~ e  = - - ~ ( 3 ~ )  ~ 

folgt. Eine genauere Berechnung fiihrt auch hier geradeso wie bei (3) zu dem 
Resultat, dab der Ausdruck (6) mit  einem kleinen Korrektionsglied zu erg/~nzen 
ist, das sich jedoch ira folgenden als belanglos erweist. 

2. Besetzungsverbotoperatoren 

In  der voranstehenden Arbeit [Hi  wurde gezeigt, dab man ffir Atome start  der 
LSsung der Grundgleichungen des ,,self-consistent field" zu einer sehr guten 
N~herungsl6sung gelangt, wenn man mit  Itilfe des Pseudopotentials Gz in den 
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einzelnen Elektronenschalen (K-, L-, M- . . .  Schalen) die radialen Eigenfunk- 
tionen/1, /2 . . . . .  /n . . . .  vom Slaterschen Typ bestimmt, die in erster N/~herung 
in einer Schale ffir versehiedene Werte der Nebenquantenzahl I als gleieh voraus- 
gesetzt wnrden, und diese Eigenfunktionen dann mit dem Schmidtschen Verfah- 
ren orthogonalisiert. Auf diese Weise erh/ilt man die orthogonalen radialen Eigen- 
funktionen fon~, die die HaI~ree-Fockschen Eigenfunktionen ausgezeichnet appro- 
ximieren. FOr Ipn~ ergibt sieh mit dem 0rthogonalisierungsverfahren nach Sehmidt 
der Ausdruek 

q;nl = Cnz nt - ~ (~on,1, /nl) qzn,t , (7) 
n! =~-t-1 

W O  

. . . . .  11 Cnz  = i - 7.  I (q;n,~,/nO I ~ (8) 
nt =/-FI 

einen Normierungsfaktor bezeichnet und (ion%/n~) folgendermaBen definiert ist: 

(qPn'l, / n l )  == cfn,~* /nl dr .  (9) 
0 

Wit haben start der in der vorangehenden Arbeit stehenden Funktion In hier 
fnt geschrieben um anzudeuten, dab sieh diese auf den Zustand mit der Neben- 
quantenzahl 1 bezieht, was sieh im folgenden als wiehtig erweist*. 

Die orthogonalen radialen Eigenfunktionen ~On~ sind sehr gute Ngherungsl5- 
sungen der Fockschen Gleichungen; man kann daher schreiben 

( n = l + l , l + 2  . . . .  ; l = O , l  . . . .  ) .  

en~ bezeiehnet den Energieeigenwert und ~gf~ den nach Foek erweiterten Hamilton- 
Operator 

h~ ~ (I + t) (11) h~ d~ ( V k +  V e +  Va) e +  s=~m r ~ ~ f  t 8 ~ m dr 2 " ' 

wo V~ das Potential des Kerns, Ve das Potential der Elektronenwolke und Va das 
Slatersche mittlere Austauschpotential [22] bedeutet, wobei zu bemerken ist, dab 
Ve und Va auch yon der zu bestimmenden Eigenfunktion abh/~ngen. 

Dnrch Einsetzen yon (7) in (10) erhglt man for die nieht-orthogonalen Eigen- 
funktionen/n~ die Gleichungen 

OO 

J~'l fnl  (r) -~ f qSnl (r, r') [nt (r') dr' = enl /nl (r) , (12) 
o 

( n = l + t , / ÷ 2  . . . .  ; I = 0 , 1 , 2  . . . .  ) ,  

wo ~bnz (r, r') folgenden Operator bedeutet : 
n--1 

fi0nl (r, r') = Z (en~ -- en'l) ~onq (r) ~P*'l (r ' ) ,  (13) 
n !  =/-~1 

* Obwohl unsere radiale Eigenfunkgionen reel1 sind, se~zen wir hier und auch welter 
unten, woes die Definition erfordert, das Symbol (z. B. ~*) fiir die konjugier~ komplexe Funk- 
tion, da es eine im weiteren vorgenommene Verallgemeinerung der Resulga~e erleich~erg. 
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den man als ein nicht-iokales Potential betraehten kann. ttier ist zu bemerken, 
da$ in der Summe nur diejenigen besetzten Zustgnde vorkommen, bei denen die 
Spins zum Spin des Bezugselektrons mit der Energie enl parallel sind. In den 
Gleichungen (i2) fiir die nicht-orthogonalen Eigenfunktionen fnt wird also die 
Orthogonalisierung auf den radialen Eigenfunktionen der energetisch tiefer liegen- 
den Zustgnde mit der Nebenquantenzahl l, d. h. das Paulische Besetzungsverbot 
der Elektronenzustgnde mit der Nebenquantenzahl I vom tiefsten Niveau bis 
einschliei~lich zum Niveau 8n-l, l  durch das zweite Glied auf der linken Seite, d. h. 
dutch den Operator ~bnt ersetzt. Das in der vorangehenden Arbeit benutzte 
Pseudopotential Gut ist das statistische Analogon des auf wellenmechanischem 
Wege hergeleiteten Operators ~5nt. 

Der Operator ~bn~ wurde auf anderen Wegen schon bedeutend friiher yon meh- 
reren Autoren hergeleitet. Die ersten Ansgtze zu diesem Operator sind bei F ~ Y E s  
(i943, 1945) zn finden [6, 7]. Der Operator in einer komplizierteren Form wurde 
erstmalig yon SZ~PFALI;SY (i957) angegeben [23]. In 1959 wurde dann dieser 
Operator in der oben dargestellten Form yon P~ILLIPS und KL~n~MAX [18--21] 
sowie yon AZ~TosSIK [2] ebenfalls hergeleitet. Im Anschlu$ hieran haben dann 
diesen Operator weitere Autoren [3--5] eingehend untersncht. Unserer Ansicht 
nach diirfte der in der vorangehenden Arbeit ful]ende hier eingeschlagene Weg 
zur Gewinnung dieses Operators der einfachste und natiirlichste sein. 

Dem zweiten Glied auf der linken Seite in (i2), das die Orthogonalisierung der 
Eigenfunktionen ersetzt, kann man durch triviale Umformungen eine andere 
Form geben, die etwa der Form des Slaterschen mittleren Austauschpotentials 
entspricht. Hierzu ffihren wir die radiale Diehtematrix 

n__j_ 

Dz (r, r') X ~,~ (r) * = ~n,t (r') (~4) 
nt ~l+l 

fiir diejenigen besetzten Elektronenzustgnde n' < n mit der Nebenquantenzahl 1 
ein, ffir welche die Spinrichtung mit der des Bezugselektrons parallel ist, weiterhin 
fiihren wir die analog konstruierte Funktion fiir den in Betracht gezogenen 
Elektronenzustand, jedoch mit der nicht-orthogonalen fn>Eigenfunktion 

P (r, r') = / ( r ) / * ( r ' )  (i5) 

ein. Mit diesen erhglt man mit Riicksicht auf (i0) 

WO 

f ¢).I (r, r ') / (r') & '  = ~,~ (r) / (r) ,  (16) 

-P (r, ~ dr' -- P (r, r) 
o 0 

ist. Mit dem Operator ~n~ kann man die Gleiehung (12) in der Form 

(~f~ + ~n~) / = s~,z / ( i s )  

sehreiben, wo der Operator ~nl der Orthogonalisierung der Eigenfunktionen bzw. 
dem Paulisehen Besetzungsverbot Reehnung trggt. 

Wir haben hier vom Anfang an von den Eigenfunktionen den winkelabhgngi- 
gen Anteil abgespalten, d. h. nur das yon der Entfernung r vom Kern abhgngige 
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Problem behandelt, in welehem d~e Elektronenzust&nde dureh die beiden Quanten- 
zahlen n, 1 besehrieben werden. 

Dementsprechend repr~sentiert der Operator ~bnl bzw. ~nl das Besetzungs- 
verbot derjenigen Elektronenzusti~nde des Atoms mit der Nebenquantenzahl l, 
die energetiseh tiefer ]iegen als der Zustand n, l. 

Wir k6nnen nun diesen Operator verallgemeinern, indem wir einen Operator 
qSn einffihren, der das Besetzungsverbot aller Zust/~nde des Atoms repr/tsentiert, 
deren Energie kleiner ist als Sn~. Dies kann ganz einfaeh in der Weise geschehen, 
dab man in (13) start den radialen Eigenfunktionen fng (r) der Elektronen- 
zust/inde nun die auch yon den Polarwinkeln ~ mid co abhangigen vollst/indigen 
auf I normierten Eigenfunktionen 

1 
~fnlm 02) = r cfnl (r) Ylm (t~, ~o) (t9) 

einffihrt, wom in fiblicher Weise die magnetisehe Quantenzahl bezeichnet und die 
Summe in (~3) auf alle besetzten Zust/~nde des Atoms auszudehnen ist, deren 
Energie kleiner ist als en~. Mit Riicksicht darauf, dab die Energieniveaus yon m 
unabh/ingig sind, hat man also 

n - - 1  

- ~f~,z~ ({) 

~-~ ~ 1 ~ , z  (~') Y.~ (~, ~) Y~ (~', o~'). (20) = ~ ~ ( e - ~ , , ~ ) T V , ~ , , ~ < )  * n!  =l - l -1  l m = - - l  

r u n d  r' bezeiehnen Ortsvektoren, die Summation hat man auf a]le besetzten Zu- 
st/inde n' < n des Atoms auszudehnen, deren Spinrichtung mit der des Bezugs- 
elektrons gleieh ist. Mit Rficksicht auf (1.3) erh&lt man 

I q5 ~ Y~m * ' 

I 
-- ~ ~ r r' ~ (2 1 + 1) Pl (cos 7) ~bnl (r, r ' ) ,  (21) 

wo Pz das Legendresehe Polynom ist und y den Winkel zwisehen r u n d  r' bedeutet. 
Die Eigenfunktionen ~fnzm (r) sind L6sungen der Foekschen Gleichungen 

yJntm - - ~ A + ( Vk + Ve + Va)e y~ntrn = en~ ~Vn~m , (22) 

( n =  1,2 . . . .  ; / = 0 , 1 , 2  . . . .  ; m = - l  . . . . .  - 1 , 0 , + ~  . . . . .  + l )  

wo die Potentiale V~, Ve und Va die auf S. 129 angegebene Bedeutung haben. 
Die Orthogonalit/~tsforderung der Eigenfunktion y~ des Elektrons auf den 

energetisch tiefer liegenden Zust/~nden, d .h .  das Paulische Besetzungsverbot 
dieser Elektronenzust~nde kann man bei der Bestimmung der Eigenfunktion und 
des Energieeigenwertes des Elektrons dadurch in Betraeht ziehen, dais man start 
yon Gleiehung (22) yon folgender Gleiehung 

~0 + j q ~  (r, {) ~0 ({) d ~' = e ~p (23) 

ausgeht. 
Wenn wit dem 

sehreiben, also 
Elektron einen Zustand mit der Nebenquantenzahl I vor- 

t 
yJ = ~-q) (r) Y lm (~, re) (24) 
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setzen, so folgt aus der ersten Form yon ~n in (2i), dag fiir soleh einen Zustand 
des Elektrons zufolge der Orthogonalitgt der Kugelflgchenfunktionen nur der An- 
teil ~5nt des Operators ~n wirksam ist, wie dies auch sein soil. 

Wit kSnnen nun noeh den zu ~n~ (r) analogen Operator ~n (~) folgendermaBen 
einffihren : 

; ¢ ~  (r, ~') 9 (r') d ~' = ~ (~) 9 (r) ,  (25) 

W O  

ist und 

d ~' (26) 

sehreiben. 

3. Zusammenhang der 0peratoren . ~  und ~n~ 
mit den Pseudopotentialen F o bzw. Gt 

Wir wollen nun zeigen, dab man ffir den Fall yon freien Elektronert bei groBen 
Elektronendichten aus den Operatoren -~n und ~n~ die Pseudopotentiale F 0 bzw. 
Gz erhi~lt. Wit nehmen an, dab sich im kr/~ftefreien Volumen tQ N Elektronen be- 
finden; das konstante Potential in ~ setzen wit gleich Null. Wir beziehen uns auf 
den absoluten Nullpunkt der Temperatur, d .h .  wir nehmen an, dag sieh das 
Elektronengas im Grundzustand befindet. Die ]3ahnzust/~nde werden dann durch 
die Eigenfunktionen 

2z i  

9t -- ~ -  e = ~/~9 e (30) 

beschrieben, wo tb" den Impuls und ~ = (2 ~ / h )  t)j den Ausbrei~ungsvektor des 
Elektrons bezeichnen. 

Im Grundzustand werden ~lle Zust/~nde yore kleinsten Impuls vom Betrag 
p = o bis zum maximalen Impuls yore Betrag p,  yon zwei Elektronen mit ent- 
gegengesetzter Spinrichtung besetzt. Bei der im folgenden zugrunde gelegten 
statistisehen Betrach~ungsweise wird die Summierung fiber die Quantenzusti~nde 
durch eine Integration fiber ~) bzw. fiber ~ yon i ~ [ = /c  = o bis ]c~ = (2 7~ / h) p~ 
ersetzt. 

Wir wollen zun£chs~ die Operatoren On und -~n (an denen wir den Index n i m  
folgenden weglassen) mit den Eigenfunktionen (30) bereehnen und zeigen, dab 
ffir groBe Elektronendichten in das statistisehe Pseudopotential/7o iibergeht. Mit 

n--1 

= 9n,l~ (~') (27) 
n l  = l @ l  I m = - - ~  

die Diehtematrix derjenigen besetzten Zusti~nde n'  < n bedeu~et, deren Spins zu 
dem des Bezugselektrons parallel sin& v (L ~') bezeiehnet den mit der nieht- 
orthogonalen Eigenfunktion ~0 konstruierten folgenden Ausdruek 

(~, ~') = 9 (~) 9"  (r') .  (28) 

Mit dem Operator ~n li~gt sich die G1. (23) in der Form 

(J r  + ~n) 9 = 89  (29) 
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Rfieksicht darauf, dab die E n e r g i e s  des Elektrons im Zus~and ~I durch den Aus- 
druck 

h 2 
sj 8 ~: m/c~ (31) 

dargestellt  wird und die Energie s des Bezugselek~rons mi~ der maximalen Energie 
der Elektronen s. = p~ / (2 m) = h~k~/(8 z~ ~ m) gMehzusetzen is~, ha t  man  

~s ~ ~(~,~-~') ~'~ ~ ; ~(~"~-~')~d~. (3~) ~ (~'~') (2~)~ e d~ (2~)~ ~ 

Die In tegra t ion fiber ~ li~Bt sieh in der bekannten Weise durehffihren, wenn 
man  im L g a u m  die Polarkoordinaten k, z~ und ~o einffihrt, we z~ den Winkel  
zwisehen ~ und r -- r '  bezeiehnet und das Azimut  T in der zu r - r '  senkreehten 
Ebene in fiblieher Weise definiert ist. Man erhiilt naeh einfacher Reehnung 

~ b ( r , r ' ) - - s s 6 ~ " s  S ( k  s i r -  I) (33) 

WO 

18 
S (~) := ~/-  (sin ~ -- $ cos ~ -- ½ ~ sin ~) (34) 

und 
= k ~ - [ ~ -  ~'1 (35)  

ist. Da  in unserem Fall k~ und e~ or~sunabhgngig sind, ist es belanglos ob man  
diese Gr513en auf  den Or~ ~ oder r '  bezieht. 

Ffir k~ -~ c~ hat  man  

6 ~2 
s (k~l ~ - ~' I) = - ~ 0  (~ - ~ ' ) ,  (36)  

wie dies aus der Definition der ~-Funktion unmit~elbar zu sehen is~, denn ers~ens 
ergib~ sieh ffir r '  ~ 

lira S (k,. I ~ -- r '  I) = lira S (~) = 0 (37) 

und zweitens ist 
co 

S(]C~]r r ' l )  dv '  - - l . a -  S ( ¢ ) 4 7 ~ g u d ¢  6z2 - = ,_~ . (38) 
k s k s 

0 

Mi$ (36) folgt aus (33) ffir k s ~ c~ 

q) (r, r') = s,  5 (r - r') (39) 

und somit ffir ~ :  

= ~s j 7 - ( r ~  (r - r ') d~ '  = ~ , =  s - - ~  . (40) 

ist also mit  s,  identisch, wie dies ffir freie Elektronen auoh sein sell. 
U m  den Ausdruek (6) ffir F o herzuleiten, mfissen wir noch auf  Grund der vor- 

liegenden Betraeh~ungen den Zusammenhang  zwisehen k s und ~ fes~stellen*. 

Wir wollen diesen yon der statistischen Theorie des Elek~ronengases her bekarmgen 
Zusammenhang nicht von dor~ iibernehmen, sondern auf Grund der hier gegebenen, in der 
Wellenmechanik ful3enden Betraehtungsweise herleiten. 
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tIierzu bereehnen wit mit den Eigenfunktionen (30) die Diehtematrix der freien 
Elektronen, die sieh folgendermaBen gestaltet : 

1 ; e i(~,r-r ') 
o (r, r') = (2 n) ~ - ~  d ~, (41) 

Auf dieselbe Weise wie bei der Bereehnung der Funktion S (~) ergibt sieh 

k.3 3s in¢_¢cos  ~ 
(r, ¢ )  = 6 ~  ~ (42) ~o 

Ffir ~' -÷ r, d. h. ~ -÷ 0 erh/~lt man hieraus - -  mit Rficksicht darauf, dab in unserem 
Spezialfall ~ (r, ~') mit der H/~lfte der gesamten Elektronendichte 0 (r) aia Ort 
gMeh ist - -  den bekannten Zusammenhang 

~o (~, ~) = ½ o (~) = 6-~"~" (43) 

Mit diesem folgt aus (40) 
2 2 

= - - e F  o=½(37~)  ~e  ~a o~o ~ ,  (44) 

also ffir F o der Ausdruek (6). 
Wit wollen nun auch die Operatoren ¢n~ und ~n~ mit den Eigenfunktionen (30) 

berechnen und zeigen, dub ffir groBe Elektronendichten ~n~ in das Pseudopoten- 
tim Gt fibergeht. Zur Berechnung yon ~nt entwiekeln wit die Eigenfunktionen 
(30) in der bekannten Weise [1] naeh Besselschen Funktionen J~+½ und Kugel- 

fl£chenfunktionen Ytm. Man hat 

e = (2 z)~ ~=0Z ~=-~2" i t ~ Jz+½ (kr) Yz*n (r) Ylm (~) , (45) 

wo zur Abkfirzung im Argument der Kugelfli~chenfunktionen ~ und 1 statt  der 

Polarwinkel dieser Vektoren stehen. Wenn man diesen Ausdruck ffir e i(Lr) in 
(32) einsetzt, so ergibt sieh mit l%fieksicht auf die Orthogonaliti~tsrelationen der 
Kugelfl/~ehenfunktionen zun~ehst ffir den Operator ~b n (r, r'), den wit hier wieder 
mit ¢ (r, ~') bezeichnen 

1 ~ (2 1 + 1) Pt (cos 7) [e,'(r r') ~ J J~+½ (kr) Jt+½ (kr') kdk - q) (r, d) --~ 4 ~ r  r ~ ~=o 
0 

-~-~j dk] , (46) - - ~ .  (r r') 2 Jz+½ (kr)Jl+½ (kr') /c a 
0 

wo P~ wieder das Legendresehe Polynom und y den Winkel zwischen ~ und ~' be- 
deutet. ~ zerf/illt also in eine Summe fiber l, in deren/-tern Glied man den Ausdruck 
in der Klammer [ . . .  ] mit dem Operator Cnt identifizieren kann, den wir hier mit 
~5~ bezeiehnen. Man hut also mit Rticksicht auf die Beziehung s, = h z k~ / (8 ~ m) 

kg 
1 F 

(kr') k d k -  
0 

k~ 

8 r~ ~ m J~+½ (kr) Jr+½ (kr') k a d k (47) 
0 
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und 

a5 (r, r') = (2 1 + 1) P~ (cos y) ~ (r, r') (48) 

in ~bereinstimmung mit (2t). 
Wir wollen nun untersuchen, wie sich ~St ffir groBe Elektronenzahlen und 

groge Elektronendichten gestaltet. Es ist dann I groG, da die Ar, zahl der Zust/inde 
bei vorgegebenem l 2. (2 l + l) betrKgt und weiterbin ist k~ groG, da k~ naeh (43) 

1 
zu 0 ~ proportional ist. Wit wollen nun ffir diesen Fall auf der rechten Seite yon 
(47) das zweite Integral auf das erste zurfiekffihren, das sich ffir sehr groBe Dich- 
ten auswerten 1/igt. Hierzu gehen wit yon dem ffir die Bessel-Funktionen beste- 
henden Zusammenhang [16] 

Jl-~ (kr) + Jl+§ (kr) 2 (1 + ½) Jz+½ (kr) (49) 

aus. Wenn wit diesen auch ffir das Argument kr' hinschreiben und dann die beiden 
GMchungen mit einander und mit k a multiplizieren und nachher beide Seiten fiber 
k von 0 bis k, integrieren, so ergibt sich 

k~ k~ 

0 0 
k~ k~ 

+ [ J~,+ (~) J~_½ (k~') ~ ~ + f J~q (~) J~,~ (kr') k3 dk 
o 

_ 4 (lr +r'½)2 '~ Jr+½ (lcr) Jr+½ (kr') k dk. (50) 
0 

Wenn wir nun ftir sehr groge/-Werte die auf der linken Seite in den Integranden 
stehenden Besselfunktionen-Produkte in allen vier Integralen durch J1+½ (kr)- 

J l+ l  (]cr') ersetzen, was einer Gleichsetzung der auf der iinken Seite stehenden 

Indices der vier Besselfunktionen-Produkte mit ihrem Mittelwert l + 5, l + ½ 
gleiehbedeutend ist, so folgt ffir groge l-Werte 

k~ lc 3 dk (l + ~_ f Jz+½ (kr) J~+½ (kr') = "S-~rr J~+½ (lcr) J~+½ (Icr') k dl¢. (51) 
0 0 

Mit Hilfe dieser Beziehung erh~lt man aus (47) fiir sehr groge/-Werte 

qSz (r, r') = (r r') 2 s, 8 ~2 m r ~' I Jl+½ (kr) Jl+½ (kr') k dk.  (52) 
0 

Ffir Q -+ co, d. h. ffir/c~ -* oo besteht der Zusammenhang [15] 
kg 

t 
f J~+½ (lcr) (lcr') lc d]~ ~- (r r'). J~+½ (53) 
0 

Mit diesem ergibt sieh ffir sehr groge I)iehten aus (52) 

[ h~ (l+lg,)~]d(r--r') (54) 

Theorem. chin]. Acga (Berl.) Vol. 5 1 0  
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nnd somit 

f P ( / , r ) (  h 2 (, + ~)2}~ ( r - - / ) d r '  

h 2 (1 + ½)2 
= ~" - S ~ m r e ' (55) 

wo wir auch yon ~n~ bei dieser statistischen Betrachtungsweise den Index n weg= 
gelassen haben. Da s, die maximale kinetische Energie eines Elektrons bedeutet 
und das zweite Glied auf der rechten Seite in dieser hatbklassischen N£herung 
der azimutale Anteil der kinetischen Energie eines Elektrons mit der Neben- 
quantenzahl 1 ist, folgt, dal~ ~ die maximale radiale kinetisehe Energie eines 
Elektrons mit der Nebenquantenzahl 1 darstellt, wie dies fiir freie Elektronen 
sein soll. Es ist also 

'2 

~z = pr,~ (56) 

wo Pr, den maximalen radialen Impuls eines Elektrons mit der Nebenquantenzahl 
l bezeichnet. 

Wir wollen noeh zeigen, dab man auf Grund der hier gegebenen Betrachtungen 
auch den zwischen Prz and der Dichte ~t der Elektronen mit der Nebenquanten- 
zahl 1 bestehenden, aus der statistischen Theorie des Atoms schon bekannten Zu- 
sammenhang (2) gewinnen kann. Ffir die Dichtematrix 9 (r, ~') der Elektronen 
ergibt sich mit den Eigenfunktionen (30): 

(r, r') = 4 ~rr'a ~o= (2 l + 1) P, (cos 7) (rr') 2 J J*+½ (kr) Jz+½ (kr') k dk.  (57) 
0 

Ffir ~' = ~ geht dieser Ausdruck in dem yon uns zugrunde gelegten Fall einer 
doppelten Besetzung der Bahnzust£nde in ½ 9(~) fiber. Der so gewonnene Ausdruek 
ffir 0(r) zerf~llt in die Teildiehten [8] 

k ~  

1 2 ( 2 I + ~ ) r f  J~+~ (kr) kdk ~oz - ~ ~ 
0 

, [ 
2 (~ + ½)8 

- ~4~  J L ~ ( ~ , r ) ] .  ( ss )  

Wit wollen nun ~ol ffir den Fall k,r > 1 > i bereehnen. Hierzu gehen wir von 
dem flit x > p gfiltigen [olgenden Ausdruck [17] ffir J~(x) aus 

I :/ Yi \ / J 

Durch eine Entwieklung dieses Ausdrnekes naeh Potenzen yon p/x die man mit 
(p/x) ~ abbrieht, ergibt sieh: 

Ffir Jp+~ (x) erh~l~ m~n ffir den Fall x > p einen ~hnlichen Ausdruck mit dem 
Unterschied, da~ start cos ( . . .  } jetzt sin ( . . .  } und in den Korrektionsgliedern 
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s ta r t  (p[x) ~ je tzt  [(p + t)/x] 2 steht.  Wir  wollen nun in beiden Ausdr/ ieken in den 
Korrekt ionsgl iedern mi t  (p/x) 2 bzw. [(p + l)/x] ~ den Mittelwer~ [(p + ~)/x] ~ 
setzen, was nu t  eine Vernachl/~ssigung yon Gliedern der Ordnung l /x  ~ bedeutet ,  
was voraussetzungsgem/iB gerechtfer t igt  ist. Mit diesen unbedeu~enden Vernaeh- 
1Bssigungen ergibt  sich 

Wenn  wit die ersten drei Glieder der Summe in der eckigen K l a m m e r  auf  der 
rechten Seite yon (58) folgendermM3en schreiben: 

I 2 i 2 1 2 ~ J z _ ½ ( k ~ , r ) + ~ J ~ + ½ ( k , r ) ÷ ½ J ~ + ½ ( k , r ) ÷ - ~ J ~ + ~ ( k , r ) ,  (62) 

so k6nnen wir diese Summe  mi~ Hilfe yon (61) sofort bereehnen, indem wir (60) 
fiir x = k ,r  einerseiSs auf  die ersten beiden Glieder mi t  p = 1 - ½ und andererseits  
au f  die le~zten beiden Glieder mi t  p = l + ½ anwenden. Es ergib~ sieh so flit die 
S t l I I l m e  

k ~ r 2 [ l + ~ l  e + ( 1 + 1 ) ~ ] 2 [  ~(l+1) ~] (6S) 

wobei wir auf  der reehten Sei~e s tar t  ½ [l 2 ÷ (l + 1) z] den Ausdruek (l + ½)~ ge- 
setzg haben,  was wieder nu t  eine Vernachl/~ssigung yon der GrSbenordnung 

= l / ( &  i t. 

Das letzte Glied in der eckigen K l a m m e r  auf  der reehten Seite in (58) ist im 
Verh~ltnis zu den fibrigen yon zweiter Ordnung klein, da es den F a k t o r  (1 + ½)z[ 
(~,, r) ~ enthgtt .  I n  diesem Glied kann  m a n  daher  fiir J~+½ (k~ r) den Ausdruek (59) 

mi t  x = k ,  r, p = 1 + ½ und p/x  = (1 + ½)/(k, r) = 0 setzen. 
Man erh/ilt somit  im Fall  k~ r > 1 > I f~r ~o~ den Ausdruek 

{ 2 [ ( /+½)~]  2 2 ( / +  ~)2 
1 2 ( 2 1 ÷ l ) ½ k ~ r  1 ÷ ½  --  • 

~l = 4 :~ r - ~ - ~  . ~  ~ k~'2~J ~ kff r k~ r 2 

• cos ~ r 2 ~ " (64) 

Wenn wir bier noeh im Korrekt ionsgl ied den zwischen 0 und I mi t  sehr kleiner 
Wellenl/~nge* oseillierenden F a k t o r  cos~( . . .  ) dutch  den Mittelwert  ½ ersetzen, 
so folg~ 

~ol 4 z~ r 2 

~ t - ~ - 2 ( 2 l +  t)-~]c,~ll  ( /+½)21½ (65) 
1 

we wir den Ausdruek in der K l a m m e r  [ . . .  ] durch die Quadratwurzel  [ . . .  ]Y er- 
setzten, was in unserem SpeziMfMl gestatte~ isg, we m a n  yon Gliedern absehen 
kann,  die yon h6herer  0 rdnung  Ms (1 ÷ ½)2/(ks r) 2 klein sin& Es ergibt  sieh so 

1 [ ~  (l + ~V]½ 
Dl = 4 :~ r ~ e~ = 2 (2 1 + 1) ~ k~ ~2 

4 (2 t + 1) [P~ _ (1 + • (66) 
h 3 ,  j , 

• Die Wellenliinge ~l steh~ n/fmlieh mit der Ms groB vor~usgesetzten Elektronendichte 
in folgendem Zusammenhang 2 = 2 g/k~ = 2 z/(3 ~z e e)~/s. 

10" 
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hier bedeu te t  (l + }) h i ( 2  = r )  = lc h i ( 2  7~ r )  die az imuta le  I m p u l s k o m p o n e n t e  p~ 
mi t  der  in  der  halbklass isohen s ta t i s t i sohen Bet rachtungsweise  fibliehen ha lb-  
zahligen az imuta len  Quantenzahl  l + ½. Man erhglt  also den Zusammenhang  

4 ( 2 1 + 1 )  D1 4 (2 l + i) (p~  _ p ~ )  ~ _ P r , ,  (67) 
h h 

d e r m i t  der  Beziehung (2) ident isch  ist, die m a n  bekannt l i ch  aus einer e lementaren  
s ta t i s t i schen Bet rachtungsweise  h e r M t e n  kann.  

Mit  der  Beziehung (67) erh£1t m a n  aus (56) fli t  ~ t  den aus der  s ta t i s t i schen  
Theorie des Atoms  b e k a n n t e n  Ausd ruck  - e Gl .  
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